Chapter 1

Parcialni derivace

V nasledujicich prikladech budeme hojne vyuzivat nasledujici vetu. Tato veta plyne
z obdobne vety pro 1-dimenzionalni derivaci z 1. semestru. Neexistence v 2. casti
vety neplyne z neexistence limity, ale z existence ruznych jednostrannych derivaci.

Veta 1.1. Necht n € N, i € {1,...,n}, a € R" a f : R® — R. Necht ¢* je i-ty
kanonicky vektor a funkce t :— f(a + te®) je spojita v 0. Pak plati:

o Jestlize existuje lim;_, %(a +tet) = A, pak %(a) = A.

o Jestlize existugi limg o, g—i(a +tet) = A, limy_q_ g—i(a +te') =B a A # B,
pak %(a) neexistuje.

Poznamka 1.2. Necht f(x,y) = f(y,z). Pak %(m,y) = %(y,x), pokud alespon
jedna z parcialnich derivaci existuje. (

Spojitost funkci v nasledujicich prikladech bude plynout z vet o spojitosti el-
ementarnich funkci, polynomu a projekci, z vety o spojitosti a skladani funkci a
spojitosti a aritmetickych operacich. Z techto vet plyne, ze pokud provedu operace
skladani ci aritmeticke operace na funkce spojite na svych definicnich oborech, tak
i vysledna funkce bude spojita na svem definicnim oboru. Rovnez vyuzivame, ze
maximum dvou spojitych funkci je spojita funkce.

Priklad 1.3. Pokud nebude uvedeno jinak, tak pro danou funkci f urcete definicni
obor Dy, obor spojitosti C'¢, rozhodnete v kterych bodech definicniho oboru existuji
parcialni derivace a pokud existuji, tak je spoctete.

1.
f(‘ray) ::xmyn Lm,n e N7
Dy =R?
Cy =Dy,
of _
a(x,y) =ma™ Ly" Dxy) € R2,
8f m, n—
a*y(%y) =nz"y" D,y € R



f(2,y,2) =2y +yz + 2x,

Dy =R3,
Cf :Df’
0
8%@’7?/72) =y+z i [z,y,2] € R?,
Z—ch(a:,y,z) =T +=z : [I,y,Z] ERS,
0
%(m,y,z) =T +y : [C&y,z] ER3.
3.
flz,y) :=e™,
Dy =R?,
Cy =Dy,
of — oY . 2
ax(zhy) _ye [Iay]eR )
of oY . 2
By (x,y) =ze sz, y] € R=.
4.
flz,y) :==aY,
Dy ={[z,y] € R*: = > 0},
Cy =Dy,
0 _
O (2, 4) =y eyl € Dy,
0
8; (z,y) =log(x)a" : [z,y] € Dy.

o= (2)"

Dy ={[,y, 2| €R*: ay >0},

Cy =Dy,
0 z\* z
8£<x’y’z):<y) z :|z,y,2] € Dy,
0 z\” z
3£(x’y’z):_<y) ; Z[Z’,y,Z]GDf,
0 A T
6. Domaci ukol:
f($7y7z) ::1'%7
Dy ={[z,y,2] €R*: 2> 0Az#0},
Cy =Dy,
0 u_
%(x,y,z) :%:L'Z 1 :[z,y, 2] € Dy,
8 log(z y
aﬁi(%yzz): gZ( )332 :[z,y,2] € Dy,
5] log(x) o
o (o) == LB 3.2 € Dy.



7. Domact

ukol:

fl@,y,2) =a¥",
Dy ={lz,y,z] €R®: @,y >0},
Cy =Dy,
0 o2
aii:(a%ywz) :yzxy -t : [.’L’,y,Z] € Df7
of o > _
?y(xayw?") =zY 10g($)(E . [.’L’,y,Z] € Df7
of i
5, @y, 2) =log(z) log(y)y*x D@, y,2] € Dy.
8. Pomoci retizkoveho pravidla spoctete %—f(s,t) a %—f(s,t), kde
f(x,y, 2) ==ayz,
P1(s,1) =5 + 7,
wa(s,t) :=st,
w3(s,t) :=s,
F(Sa t) 1:f(801(5a t)a 902(57 t); 503(53 t))
oF
E(& t) =352t + 2st3,
oF
E(S’t) =53 + 3572
9.
flw,y) =
Dy =R",
Cy =Dy,
0
L () =lyle - [z,3] € R,
of zsign(y)e™lvl 1y #£0,
gy(x,y)= 0 rx=y=0,
neexistuje cy=0,2 #0,
0
<f> (x,0) = £ .
oy ),
10.
[z, y) ==y,
Dy ={lr,y] € B : 2y >0},
Cy =Dy,
y .
of SN txy >0,
%(‘/L‘7 y) =40 Y= 07
neexistuje :x =0,y #0, f neni definovana na okoli,
0
a—i(w,y) : ze symetrie viz Poznamka 1.2.



11. Domaci ukol:
f(@,y) =va? +y?,
Dy =R?,
Ct =Dy,
L sz, y] € R? 0,0[},
af(w):{w (2,31 € B\ (0,01}

Ox neexistuje x =1y =0,

(gﬁ)i(o,()):il,

0
—f(x,y) : ze symetrie viz Poznamka 1.2.

dy

12.

Flay) =2 + o,
Dy =R?
Cy =Dy,

x

of T vt @y =) (04 G
a—x(a:,y): +00 cy=—x,x #0,

1 rx=y=0,
of

—(z,y) : ze symetrie viz Poznamka 1.2.

dy

13.
f(@,y) =yl (= |zlly]),
Dy =R?
Ct =Dy,
of ly|sign(z) :x #0,
7(3’5,y): 0 1$=y=07

oz o
neezristuje :x =0, y # 0,

(g‘;)i (0,9) ==£1yl,

0
—f(x,y) : ze symetrie viz Poznamka 1.2.

dy
14. Domaci ukol:

f,y) =Yy (= Vr ),

Dy =R?
Cy =Dy,
of % /& x#£0,
Hwy=30  iy=o0.
+oo-y :x=0,y#£0,
of o
a—y(w, y) : ze symetrie viz Poznamka 1.2.



15. )
f(l'7y) :|y -z ‘7

Dy =R?
Cy =Dy,
of —2zsign(y — x?) 1y # 22,
e ={0 =y=0
neexistuje cy =22 1 #0,

(gi)i (z,2%) = £ 2|z|,

ion(y — x2) 2
8f(x,y)_{sg(y ) y#ad,

373; B neexistuje ty =22,

(gi)i (z,2%) =+ 1.

16. Domaci ukol:

fz,y) =ly — 2%,

Dy =R?,
Cy =Dy,
of —3z%sign(y — a3) 1y # a3,
% =10 rmyso
neexistugje cy =123, x #0,

<g£> N (z,2°%) = + 322,

: _ 3 . 3
W(I’y){&gn(y z°) oy #F e,

neexistuje Ty =2x°,

@Di (z,23) ==+ 1.

17. Domaci ukol:

fl@.y) =ly* — a7,

Dy =R?
Cy =Dy,
of —2zsign(y? — x?) :y # +w,
a(x,y)z 0 cx=y=0,
neexistuje cy =4z, x #0,

+
0
a—(a:,y) : ze symetrie viz Poznamka 1.2.
Y



18. Domaci ukol:

f(x,y) =z [y] ([y] je cela cast y),

Dy =R?

Cr={lz.y] €R* a=0Vy¢Z},
of . 2
of 0 :y & Z (konstanta),
a—y(z,y) =40 :x =0 (konstanta),

neexistuje : [z,y] ¢ Cy,

(g‘g) (x,n) =0: z # 0,n € Z (konstanta),
+
of B )
<8y)_(x,n) =400 -xz: x#0,n€Z.
19.
f(@,y) =y — sin(z)],
Dy =R?
Cy =Dy,
of —cos(x) sign(y —sin(z)) :y # sin(z),
%(.’E,y): 0 . . :x:%.—’—kﬂ-7y:(_1)k7 kEZ,
neexistuje : ostatns,
af ) B & ) T ™
(8x>i(ac,sm(x)) =+ (=1)%cos(z): z € ( 5 + km, 5 +k7T) keZ,
of sign(y —sin(z)) :y # sin(z),
dy neezistuge :y = sin(z),
3f> .
= z,sin(x)) =+ 1.
(55), (@it
20.
f(z,y) :=|sin(y) — sin(z)],
Dy =R?
Cy =Dy,
of —cos(x) sign(sin(y) —sin(x)) 1y #2kr+z,y# k+ 1)t —z,k €Z
a—x(;my): 0 cx =3 +kmy=x+2nr, klcZ,
neexistuje : ostatni,

of — k _ T T
<8x>i(x,x+2l7r)—:|:( 1)" cos(x) : xe( 2+I€7T72+k7r>,k,lez,

(gi)i (z,(20 — 1) —2) =+ (—1)*cos(z) : = € (—g + km, g + k:7r) klez,
of

—(z,y) : ze symetrie viz Poznamka 1.2.

dy



f(x7y) = 3V z+y27

Dy =R?

Cy =Dy,
-1 . )
ai(x,y): 33/ (z+y?)? e
O +00 cr= —y2,
2y . a2
of Ve Y

@) =0y ix= iy A0,

neexistuje :x =1y =20,

(gDi(O’O) =+ 0.

) = V7t ylos(@® +4%) o [oy] # (0,0,
’ ’ 0 :gj:y:()7
Dy =R?,

Cy =Dj.

Spojitost v bode [0,0] plyne z nasledujicich odhadu a limity (predpokladame
[z,y] € B([0,0],1)):

2 o (7] + ly))?
Slia

2
log ((|x|—;y|)>
Va? “/’ <Vl +lyl,

|f(z,y)| <¥/]z] + [yl |log (W)
lim V/tlog (i) =0.

x2+y

[log(z* + y?)| <

)

b

OF (g ) <20NoBE 4 ) | 2u¥fady
gz Y= 33/(22 + y)2 22 1y Yy )

(gﬁ) ) (z,—2?) = lirgl ?(w + h, —z?)

oy 2@+ W)log((w+h)? 4 at) | 2e+ W)Yt R —a?

h—0+ 33 ((l‘+h)2 —I2)2 + (l‘+h)2—|—$4

Pokud x #0 a 2® + 2* #1 (x # £/ ‘/52_1), tak pruni scitanec konverguje k




+oo - 2zlog(z? + 2*). Pokud x # 0, tak druhy scitanec konverguje k 0. Tedy

V5 —1
2

8—(30,—:52) =+o00-2zlog(z? +2*): ¢ {0,+

of . log(h?) + 3
(%)i(o D= T

of N V-1 1-+5 o lim log(1 + 2zh + %) _
Ox 2 72 "0 33/(2zh + h2)2

Pouzili jsme, ze lim;_g M =1,t=2cxh+h%2#0, kde h € (—%7 %) \ {0}.

OF (1) = log(z® +y°) _ 2yV/a +y g
ay Y 3 /7x2+y :E2+y . B

(5) @t = tim Han—a?

log(z? + (h—22)?)  2(h—2?)Vh
h—0+ 32 22+ (h — 22)?’

Pokud x #0 a2? +2* #1 (v # £ —L ) tak proni scitanec konverguje k
+00 - log(x? + ). Pokud x # 0, tak druhy scitanec konverguje k 0. Tedy

g(m,fxz):+oo~log(xz+x4):x¢ 0,+ V51 ,
dy 2

of . log(h?)+6

oy "0 T T T

of VE—-11-+5 . log(1 —22%h + h?)
e == , = lim =0.
dy 2 2 h—0 3 p2

Pouzili jsme, ze limy_q log(tH't) =1,t=-222h+h*#0, kde h € (—%,3) \

27
{0}.
23. B
vy = LT syl £ 10,0,
’ 0 rx=y=0,
Dy =R?
Cy =D

Pouzivame 2% + zy + y? = 7:17 + ( 1:+y) > 0 pro [z,y] # [0,0]. Spoji-
tost v bode [0,0] plyne z vety o limite slozene funkce, predchoziho odhadu a
lim;, o e’ = 0.

of 2z + y)eﬁ .

o (x’y) N (.132 + xy + y2)2 . [(E,y] 7é [0, 0]7
of of  2hewr

5, (0,0) = lim == (1, 0) = lim _o.



24.

Posledni rovnost bud zname a nebo odvodime pomoci I’Hopitala.

of

—(=z,y): ze symetrie viz Poznamka 1.2.

y

f(xa y) = max{y - COS(LL’), O}a

Dy =R?,
Cy =Dy,
of sin(x) 1y > cos(z),
pe (z,y) =<0 cy < cos(z) V (y = cos(x),z € {km;

neexistuje : ostatni,

(gi) (x,cos(z)) =sin(x) : = € (2km, (2k + 1)),k € Z,
4
<g£) (z,cos8(x)) =0: z € ((2k + V)m, 2k + 2)7), k € Z,
i
of N
(8x> ) (z,cos(x)) =0: z € (2km,(2k+ 1)),k € Z,
(gD (,cos(x)) =sin(z) : @ € (2 +D)m, (2k+2)m) k€2,
1 1y > cos(x),
Zi (z9) =40 1y < cos(a),

neexistuje : ostatni,

k€ Z}),



